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A Correction of the Statistical Pseudopotential 
The statistical pseudopotential G;, which leads for the energy of the valence electrons, especially 

in light atoms, to too low energies, has been corrected in such a way that the electron state which belongs 
to the radial momentum p, = 0 and does not exist, has been eliminated. The correction resulting from 
this elimination has been developed first for a simplified case and then applied to the case of the 
pseudopotential of an atom. It has been shown that for an atom the potential G~ can be approximately 
corrected in such a way that the first two terms of G~ are corrected by numerical factors. Application of 
this corrected potential G~ to the calculation of the energy of the 4s-state of the K-atom and the 2s-state 
of the Li-atom are in a very good agreement with the empirical values; the agreement is much better 
than for the values calculated with the uncorrected G~ potential. 

Das statistische Besetzungsverbotpotential G~, das besonders im Falle leichterer Atome ffir die 
Valenzelektronen zu zu tiefen Energieniveaus ffihrt, wird korrigiert, indem der Quantenzustand, der 
dem radialen Impuls p, = 0 entspricht und nicht existiert, ausgeschlossen wird. Die hieraus resultie- 
rende Korrektion des Gt-Potentials wird zun~ichst ftir einen vereinfachten Fall hergeleitet und dann 
auf Atome erweitert, wobei die Korrektion n~iherungsweise durch einfache numerische Korrektions- 
faktoren in den ersten beiden Gliedern yon G~ dargestellt werden kann. Die bisher durchgeftihrten 
Anwendungen des korrigierten GrPotentials zur Berechnung des 4s-Zustandes des K-Atoms und des 
2s-Zustandes des Li-Atoms ffihren zu sehr befriedigenden Resultaten und einer bedeutenden Ver- 
besserung gegeniiber den Resultaten, die man mit dem nicht korrigierten GcPotential erhglt. 

Le pseudopotentiel statistique G~, qui conduit ~ des 6nergies trop basses de l'61ectron de valence, en 
particulier pour les atomes 16gers, a 6t6 corrig6 de mani6re/t ce que l'6tat 61ectronique inexistant de 
moment radial p, = 0, soit 61imin6. 

La correction qui en r6sulte a ~t~ d6velopp~e d'abord dans un cas simplifi6 puis appliqu6e au cas 
du pseudopotentiel d'un atome. Pour un atome G~ peut ~tre approximativement corrig6 par radjonction 
de facteurs num6riques aux deux premiers termes. L'emploi de ce potentiel corrig6 pour le calcul de 
l'6nergie de l'6tat 4s de l'atome K et de r6tait 2s de l'atome Li donne des r6sultats en bon accord avec les 
valeurs empiriques; l'accord est bien meilleur qu'avec le potentiel non corrig6. 

1. Einleitung 

B e k a n n t l i c h  l~iBt s i ch  d a s  P a u l i s c h e  B e s e t z u n g s v e r b o t  v o l l b e s e t z t e r  E l e k t r o n e n -  

zus t~ inde  i n  A t o m e n  n ~ i h e r u n g s w e i s e  d u r c h  P s e u d o p o t e n t i a l e  e r s e t zen .  V o n  e i n e r  

s t a t i s t i s c h e n  B e t r a c h t u n g s w e i s e  a u s g e h e n d  laBt  s ich  fiir e in  V a l e n z e l e k t r o n  m i t  

d e r  N e b e n q u a n t e n z a h l  l d a s  P s e u d o p o t e n t i a l  

7c 2 1 
ea~176 + 2DI~ - 8 eao .2 (1) Gl = 8 (21 + 1) 2 
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herleiten [1], wo r die Entfernung vom Atomkern, Dzo die radiale Dichte der 
Rumpfelektronen mit der Nebenquantenzahl l, P~ die im wellenmechanischen 
Sinne gedeutete Dichte des Valenzelektrons, e die positive Elementarladung und 
a o den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnen. 

Die Herleitung dieses Ausdruckes grfindet sich auf die Annahme eines freien 
Elektronengases, in welchem die Elektronen (genauer die Bildpunkte der Elek- 
tronen) mit der Nebenquantenzahl I am Ort r im Impulsraum eine mi t r  koaxiale 
Zylinderschale besetzen, dessen Querschnitt einen inneren Radius vom Wert 
lh/(2~r) und einen ~iuBeren Radius vom Wert (l + 1) h/(2~r) besitzt und deren H6he 
2pr" betr~igt, wo h die Plancksche Konstante und Pru den maximalen radialen 
Impuls der Elektronen mit der Nebenquantenzahl l bedeuten [1]. 

Die Herleitung des Ausdruckes (1) beruht auf dem Zusammenhang 

h 
D t , (2) P~u- 4(2/+ 1) 

der darauf zuriickgeht, dab man annimmt, dab alle radialen Quantenzust~inde, 
denen in der statistischen Betrachtungsweise verschiedene Werte des radialen 
Impulses p~, und zwar alle Werte yon p, zwischen -P~u und +p~, inklusive des 
Wertes pr = 0,entsprechen, voll besetzt sind. 

Mit dieser Annahme begeht man jedoch einen Fehler, indem man den Quanten- 
zustand p, = 0 mitz/ihlt, der jedoch nicht existiert. 

Grundlage der Gleichung (2) ist niimlich die einfache Fermistatistik des homo- 
genen unendlich ausgedehnten Elektronengases, w~ihrend Atome lokalisierte, 
inhomogene Elektronensysteme darstellen. Schon Hellmann [2] hatte die Ver- 
wendung einer exakten Elektronengastheorie vorgeschlagen, die in der kinetischen 
Energie und infolge dessen auch im Besetzungsverbotpotential zu zus/itzlichen 
Termen ffihrt, die als Funktionen von V0 dargestellt werden. Die Anwendung 
einer derartigen Theorie, die neben anderen von Kohn et al. [3, 4] ausgearbeitet 
worden ist, wtirde allerdings zu einem tiberm~iBigen Rechenaufwand ffihren. Der 
wesentliche Gesichtspunkt dabei, niimlich die Inhomogenit~it und Lokalisiertheit 
des Elektronensystems in Atomen, wird nun in Form eines zwar groben, jedoch 
einfachen Modells eingeffihrt, was zu einem korrigierten G~-Potential ffihrt. 

2. Wellenmechanische Behandlung von freien Elektronen in einer Kugelschale 
Grundlagen der statistischen Behandlungsweise eines Atoms 

DaB der Quantenzustand mit p~ = 0  nicht existiert,, liiBt sich anhand der 
folgenden Ausffihrungen sofort zeigen, die wir etwas ausfiihrlicher bringen, da wir 
einiges davon noch in unseren weiteren Betrachtungen ben6tigen. Wir gehen yon 
der Schr6dinger-Gleichung eines Atomelektrons in einem Quantenzustand mit 
der Nebenquantenzahl 1 aus, die folgendermagen lautet 

1 2 F d Z f  l(l+1) f ]  
~-e  ao[  r2 A + V e f + e f = O ,  (3) 

wo f das r-fache des nur von r abh/ingigen Anteiles der Eigenfunktion, V das auf 
ein Elektron wirkende Potential im Atom und e den Energieparameter bezeichnen. 
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Wir unterteilen nun die Elektronenhiille des Atoms mit konzentrischen Kugel- 
fliichen, deren gemeinsames Zentrum in den Kern fiillt, in Kugelschalen yon der 
Dicke s und w~ihlen s so klein, dab in einer Kugelschale V und 1/r 2 praktisch als 
konstant betrachtet werden k6nnen. Ffir die Eigenfunktionen der Elektronen 
in einer Kugelschale bestehen die Randbedingungen, dab diese an den Berandungs- 
fl/ichen der Kugelschale verschwinden mfissen. Die L6sungen sind also 

f~ = A sin2n + (r - rk) , (4) 

WO A = (2Is) 1/z eine Normierungskonstante, r k den Radius der inneren Kugel- 
fl/iche der k-ten Kugelschale und 2 eine ganze Zahl bezeichnen. Die entsprechenden 
Energiewerte sowie die Werte p~) des radialen Impulses sind 

1 2 2 ~2 1 2 1(I+1) Ve (5) 
e ~ = ~ - e  ao 2 - 7 + ~ - e  ao- r~ 

h 
p~)= 2 2~s- ; (6) 

wo man ftir V und 1/r 2 die mittleren Werte dieser Gr6Ben in der betreffenden 
Kugelschale zu setzen hat. 

Die Quantenzahl 2 kann nur die ganzzahligen Werte 

2 =  1,2, . . . ,N (7) 

annehmen, wo N den maximalen Wert der Quantenzahl 2 bedeutet. Der Wert 
2 = 0 ist ausgeschlossen, da ffir diesen f ,  -- 0 wird, also der Zustand nicht existiert. 

Es sei erw~ihnt, dab der maximale radiale Impuls eines Elektrons in der 
Kugelschale 

h 
p~N) = N 2-~- (8) 

und der minimale Impuls 
h p m =  _ _  (9) 

2s 

betr~igt, p~l) ist also mit der radialen Impulsbreite eines Zustandes identisch. 
Die radiale Dichte D~ aller Elektronen mit der Nebenquantenzahl 1 in der 

Kugelschale ergibt sich mit der Voraussetzung, dab alle Zustiinde roll besetzt 
sind, folgendermaBen 

N 

D,= 2(2l+1) 2 fff,  (10) 
2 = 1  

wobei wir beriicksichtigt haben, dab die Zustiinde 2 = I, 2, ..., N alle 2(21 + i)-fach 
entartet sind. Wenn man in (10) fiir f ,  den Ausdruck (4) setzt, so lgtBt sich die 
Summe sofort auswerten und in geschlossener Form darstellen. Man erhNt 

D, = 2(2/+ 1) --s2 [2N+14 41 sirl (2N + 1)x J s l n :  x , (11) 
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wo wir zur Abk/irzung 7~(r- r~)/s = x gesetzt haben. Hieraus ist zu sehen, dab 
D~ an den Berandungsfl~ichen der Kugelschale verschwindet und f/Jr grol3e N 
in der ganzen Kugelschale mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung der 
Berandungsfl/ichen mit dem konstanten Weft 

D, = 2(21+ 1 ) N  (12) 
s 

gleichgesetzt werden kann, der mit der mittleren radialen Dichte (gesamte Elek- 
tronenzahl 2(21+ 1)N dividiert durch den radialen Abstand s) identisch ist. 

3. Herleitung der Korrekfion des Pseudopotentials G~ fiir eine Kugelschale 
mit konstanter Elektronendichte 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir auf unsere urspr/ingliche kontinuier- 
liche statistische Betrachtungsweise zur/ickgreifen, in welcher der Umstand, daf3 
der Quantenzustand mit 2 = 0 nicht existiert, unberficksichtigt bleibt, da Pr in der 
statistischen Behandlungsweise als eine kontinuierlich ver~inderliche Gr613e be- 
trachtet wird. Hieraus entsteht ein Fehler. Um diesen zu korrigieren, mul3 man im 
Impulsraum bei der Abz/ihlung der Quantenzust~inde mit der Nebenquantenzahl l, 
also bei der Berechnung des Volumens der schon eingangs erwghnten Zylinder- 
schale das Impulsraumvolumen ausschliel3en, das 2 = 0 entspricht, d. h. man muB 
vonder  H6he 2p,u der Zylinderschale den auf einen Quantenzustand entfallenden 
Betrag pru/N (den Betrag des kleinsten radialen Impulses) abziehen, also 

- ~ff- statt 2p~ u setzen 1. Man erh~ilt dann start (2) die Beziehung 2P~u 

Pr, _ h D~. (13) 
P~u 2N 4(21 + 1) 

Oder wenn man im Korrektionsglied prJ2N ftir pru den Wert (2) setzt, so folgt 
statt (2) der Zusammenhang 

P,u= 1 + ~ -  4(21+1) D,, (14) 

1 
der sich von (2) nur durch den Faktor 1 + ~ -  unterscheidet. 

Dasselbe Resultat erh~ilt man, wenn man in Betracht zieht, dal3 infolge der 
Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation einem Quantenzustand die radiale 
Impulsbreite APr = h/(2A r) zukommt. Man erh~ilt also ffir die radiale Impulsbreite 
eines Quantenzustandes in der Kugelschale 

h h N 
= - (15) 

Ap~ 2s 2N s 

Man hat nun N/s durch die radiale Dichte D~ der Elektronen mit der Neben- 
quantenzahl I auszudr/icken, indem man mit HiKe von (12) N/s durch Dl/2(21 + 1) 
ersetzt. Es folgt dann fiir die radiale Impulsbreite, d. h. ffir den auf einen Quanten- 

1 Der in der statistischen Behandlungsweise des Elektronengases eingeffihrte maximale Impuls- 
betrag P,u ist natiirlich mit dem in (8) eingeffihrten p(m identisch. 
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zustand entfallenden radialen Impulsbetrag 

h D z 
~p, - (16) 

U 4(21 + 1) 

Durch Gleichsetzen dieses Ausdruckes mit pru/N in (13) ergibt sich der Zu- 
sammenhang (14). 

Wir wollen nun untersuchen, wie der korrigierte Zusammenhang (14) das 
Gz-Potential beeinflugt und zwar zun~ichst fiir den Fall der zugrunde gelegten 
Kugelschale. Hierzu mtissen wit feststellen, was fiir eine AbstoBung infolge des 
Paulischen Besetzungsverbotes durch die in der Kugelschale anwesenden Elek- 
tronen (kurz Rumpfelektronen) mit der Nebenquantenzahl I auf ein hinzu- 
kommendes Elektron (kurz Valenzelektron ) mit der gleichen Nebenquantenzahl 
entsteht, vorausgesetzt, dab sich die Rumpfelektronen im Grundzustand befinden, 
d. h. die energetisch tiefsten N" 2(21 + 1)-Zustiinde besetzen. Die Herleitung dieser 
AbstoBung, die sich mit dem Gt-Potential darstellen lggt, kann im wesentlichen 
auf dieselbe Weise geschehen wie in [1] auf S. 66 u. 67, nur hat man fiberall die 
weiter oben hergeleitete Korrektion zu beriicksichtigen: 

Die radiale Dichte der Rumpfelektronen sei Dzo, ihr maximaler radialer Impuls 
Pro. Die radiale Dichte aller Elektronen (Rumpfelektronen + Valenzelektron) 
sei D z und ihr maximaler radialer Impuls Pr,. Wenn wir eine einfache Superposition 
der Elektronendichten voraussetzen, so ist D z-  Dzo + Pz, wo Pz die im wellen- 
mechanischen Sinne gedeutete Dichte des Valenzelektrons bezeichnet. 

Die in [1] auf S. 66 u. 67 gegebene Herleitung des Gz-Potentials griindet sich 
auf die beiden nicht korrigierten Beziehungen 

h 
Pro - 4(2l + 1) D~~ (17) 

und 

h h h 
Pru=P'~ 4(2/+1) Dz-  4(2l+1) Dz~ 4(2l+1) P~' (18) 

wo Pr~ die radiale Impulsbreite des Valenzelektrons bezeichnet. 
Wir haben nun diese Zusammenh~inge gem~iB (14) zu korrigieren. Im Falle 

yon (17) ergibt sich 

P,o= 1 + - ~ -  4(21+1) Ozo. (19) 

Bei der Korrektion von (18) ist folgendes zu beachten: Das Valenzelektron, 
in bezug auf das wir das von den Rumpfelektronen resultierende Gz-Potential 
herleiten wollen, ziehen wir als Bezugselektron yon den Rumpfelektronen ge- 
sondert in Betracht und behandeln es im sp~iteren Verlauf wellenmechanisch. 
In der vorl~iufigen statistischen Behandlungsweise lagert sich die Impulsraumzelle 
des Valenzelektrons (ira Grundzustand) an die obere oder untere Berandungs- 
fl~iche der yon den Rumpfelektronen vollbesetzten Zylinderschale an. Die radiale 
Breite Pr, dieser Impulsraumzelle darf durch die Korrektion keinesfalls gedehnt 
werden, die Zelle darf durch die Korrektion bei Konstanthaltung von Pr~ nur eine 
Verschiebung erfahren. Dies wird erreicht, wenn wir auf der rechten Seite von (18) 
nur das erste Glied, das den statistisch behandelten Rumpfelektronen entspricht, 
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korrigieren, indem wir 

( 1 )  h h 
P~u = 1 + ~ -  4(2/+ 1) D~~ + 4(2/+ 1) Pt (20) 

setzen. 
Mit den korrigierten Beziehungen (19) und (20) erh~ilt man auf dieselbe Weise 

wie auf den Seiten 66 u. 67 in El] f/fir G t den Ausdruck 

+ 2 I + ~ N  DloP~J - 1 1 n2 ea~ ~ N )  2D~~ ( ) 7 eao �9 (21) Gl -- 8(2/-}- 1) 2 

Da das Glied mit D~o den wesentlichen Teil yon G~ darstellt, ist zu sehen, dab die 
Korrektion im wesentlichen darin besteht, dag der Betrag von Gz im Verh~iltnis 

yon 1 + - ~ -  zu 1 gr613er wird. 

Den Korrektionsfaktor 1 + ~ 1 + ~ -  im ersten Glied in der eckigen 

1 
Klammer sowie den Korrektionsfaktor 1 + ~ -  im zweiten Glied in der eckigen 

Klammer aufder rechten Seite in (21) kann man auch auf folgende Weise herleiten: 
Wir berechnen mit Hilfe yon (5) die radiale kinetische Energie der Elektronen mit 
der Nebenquantenzahl 1 in der k-ten Kugelschale. Mit Riicksicht darauf, dal3 f/fir 
ein Elektron diese durch das erste Glied aufder rechten Seite in (5) dargestellt wird, 
ergibt sich f/fir diese mit der Voraussetzung, dab yon 2 = 1 bis 2 = N alle Zust~inde 
voll besetzt sind, 

41rr2sUr~= 21 2 s T-722 N e a o 2(2/+ 1) ~__12 ~ , (22) 

wo U~ in der Kugelschale die radiale kinetische Energiedichte der Elektronen 
mit der Nebenquantenzahl 1 bezeichnet. Wenn man in Betracht zieht, dab 

22 = (2N 3 + 3N z + N) (23) 
2 = 1  

ist, und N/s mit Hilfe von (12) durch die Dichte Q~ = D]4nr 2 der Elektronen mit 
der Nebenquantenzahl 1 ausdrfickt, so folgt 

12 [2(2l + 1)] 2 e2a~ 2~(4nr2)2 + 3 1 2 ( 2 / +  1)~4nr  z + 1 s ~-  [2(2/+ l)] 2 Q~ 
(24) ~ 

Bekanntlich lassen sich die Besetzungsverbotpotentiale aus der kinetischen 
Energie durch Variation der Elektronendichte herleiten, wie dies f/fir das @- 
Potential in [1] aufden Seiten 68 u. 69 gezeigt wurde.Wenn man in (24) die Variation 

hinsichtlich ~ bei festgehaltenem s durchf/ihrt und nach der Variation --=1 1 N 
s N s 

setzt und mit Hilfe von (12) N/s durch 4nr z Q J2(2/+ 1) ersetzt, so ergibt sich, geradeso 
wie an der eben zitierten Stelle fiir Gl praktisch der Ausdruck (21). Ein unbedeuten- 
der Unterschied besteht darin, dab jetzt im ersten Glied in der eckigen Klammer 

I 1 
auf der rechten Seite in (21) der Korrektionsfaktor 1 + ~,~-r + ~ steht, der sich 
15 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 11 
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vom entsprechenden Korrektionsfaktor in (21) nur um das yon h6herer Ordnung 
kleine Glied 1/(12N 2) unterscheidet, was unwesentlich ist. 

Die bier gegebene letztere Herleitung unterscheidet sich yon der ersteren 
in einem wesentlichen Punkt, namlich darin, dab in der letzteren der Begriff der 
Impulsbreite eines Quantenzustandes nicht vorkommt. DaB in der analogen 
friiheren Herleitung yon Gz die Korrektion nicht in Erscheinung getreten ist, 
kommt daher, dab man bisher N immer als sehr groB betrachtet und auf der 
rechten Seite in (23) nur das zu N 3 proportionale Glied berticksichtigt hat. 

4. Die Korrektion des Pseudopotentials G t im Faile yon Atomen 
Eine einfache Niiherungsformel fiir den Korrekturfaktor 

Es fragt sich nun noch, wie sich die Korrektion des Pseudopotentials G, im 
Falle eines Atoms gestaltet, d.h. wie man bei Anwendungen des korrigierten 
Besetzungsverbotpotentials auf konkrete Atomprobleme die Quantenzahl N 
zu w~ihlen hat. Diese bedeutet die Anzahl der besetzten Quantenzust~inde ohne 
den Gewichtsfaktor 2(2/+ 1) in einer der weiter oben definierten Kugelschalen 
des Atoms. Die Quantenzahl N ist also im Atom or tsabh~ingig und variiert zwischen 
dem minimalen Wert N = 1 und einem maximalen Wert Nu. Die auf aUe Kugel- 
schalen erstreckte Summe der besetzten Zust[inde ist mit der Anzahl aller Elektro- 
hen mit der Nebenquantenzahl l des Atoms identisch. 

Wir wollen nun ein Atom in Betracht ziehen, in welchem fiir die Elektronen 
mit der Nebenquantenzahl I die maximale radiale Quantenzahl hr, betr/igt und 
nehmen an, dab die Quantenzustgnde mit den radialen Quantenzahlen 0, 1, 2 . . . . .  
nru alle roll, d. h. durch 2(2/+ 1) Elektronen besetzt sind. Die Anzahl aller Quanten- 
zusffmde, d. h. die Anzahl aller Elektronen mit der Nebenquantenzahl I im Atom 
betr~igt also 2(2I+ 1) (n,, + 1). 

In dem extremen Fall, wo sich alle Elektronen mit der Nebenquantenzahl l 
in einer einzigen Kugelschale befinden, ist die Anzahl aller Quantenzust~inde mit 
der Nebenquantenzahl l im Atom 2(2/+ 1)N,. In diesem extremen Fall hat 
man also 

N,  = n~, + 1. (25) 

Dies ist der maximale Wert yon N, mit dem man fiir die untere Grenze der Kor- 
rektionsfaktoren in dem ersten und zweiten Glied in der eckigen Klammer auf der 
rechten Seite in (21) 7~ = [1 + 1/2(hr, + 1)] 2, bzw. Y0 = 1 + 1/2(nr, + 1) erh~ilt. 

Der andere extreme Fall ist, dab in jeder Kugelschale nur der tiefste Quanten- 
zustand besetzt ist. In diesem Falle ist N = 1. Mit diesem minimalen Wert yon N 
gelangt man f/Jr die Korrektionsfaktoren im ersten bzw. zweiten Glied in der 
eckigen Klammer auf der rechten Seite in (21) zu den folgenden Werten 
y~ = (1 + 1/2) 2 bzw. 7M = 1 + 1/2, die offenbar die oberen Grenzwerte der Korrek- 
tionsfaktoren darstellen. 

Der tats~ichliche Wert der Korrektionsfaktoren ist ortsabh~ingig und variiert 
zwischen dem unteren und oberen Grenzwert dieser Faktoren. Einen N~iherungs- 
wert der Korrektionsfaktoren kann man aus dem durchweg konstanten algebra- 
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ischen Mittelwert ~,, der Grenzwerte ~;o und 7~t berechnen, ffir den sich der 
Ausdruck 

1 1 n~u+2 (26) 
%,= 2 - (3 ;O+7M)=1+  2 2 n ~ u + 2  

ergibt. 
Mit 7,, gelangt man zu folgendem N~iherungsausdruck ffir Gt: 

7(, 2 Z D z 1 1 (27) 
Gl = 8(21 + 1)2 eao(?m to + 27,~DtoP/) - ~-  eao ~.2 . 

Die Definition des mittleren Korrektionsfaktors y,. ist nicht willkfirfrei. Der 
durch diese Unsicherheit des Wertes von 7,. bedingte Fehler in den Energie- 
niveaus der in Betracht zu ziehenden Elektronen ist jedoch geringer als es aufden 
ersten Blick hin scheint, was damit zusammenh~ingt, dab G~ in den Randgebieten 
der Atomrfimpfe, aus denen der wesentliche Beitrag zur Valenzelektronenenergie 
stammt, sehr rasch auf Null abr~illt und in diesen Gebieten im Verhgltnis zum 
elektrostatischen Potential sehr klein ist. 

5. Resultate 

Wir haben mit dem korrigierten Bcsetzungsverbotpotential G~ Berechnungen 
ffir den 4s-Zustand des Valenzelektrons im K-Atom und ffir den - vom statisti- 
schen Standpunkt aus betrachtet - extremen Fall des 2s-Zustandes des Valenz- 
elektrons im Li-Atom durchgeffihrt. Im ersten Fall ist nr~ = 2, also ~m = 4/3, im 
zweiten Fall ist n,, = 0, womit sich 7,~ = 3/2 ergibt. 

Mit dem mit diesen Korrektionsfaktoren nach (27) berechneten G~-Potential 
haben wir die Energie der genannten Zust/inde auf dieselbe Weise berechnet, wie 
dies in [1] ausffihrlich beschrieben ist (man vgl. S. 76 ft. yon [1]). Wit haben gerade- 
so wie dort in erster N~iherung ffir die radiale Eigenfunktion den Ansatz 

f ( r )  = A r ~ e  - ~  (28) 

gemacht, wo t c u n d  2 Variationsparameter sind 2 und A eine Normierungs- 
konstante bezeichnet. Mit diesem Ansatz ffir die Eigenfunktion ergeben sich in 
erster N~iherung die in der zweiten SpaRe der Tabelle angegebenen Energien t o 
der Valenzelektronenzust~inde 3. 

Da diese Energien die aus der Austauschwechselwirkung des Valenzelektrons 
mit den Rumpfelektronen resultierende Austauschenergie ~a nicht enthalten, 
hat man to noch mit dieser zu erg/inzen, ea wurde mit dem yore Verfasser korri- 
gierten Austauschpotential auf dieselbe Weise berechnet0 wie dies in [1] auf den 
Seiten 124ff. dargelegt ist. Die so berechneten Werte sind in der dritten Spalte 
der Tabelle angefiihrt. 

Die Gesamtenergie % eines Valenzelektronenzustandes ist in dieser N~iherung 
die Summe yon to und ea, d. h. es ist eo = t0 + ea. Die Energien eg befinden sich 
in der vierten SpaRe. 

2 Bei der  V a r i a t i o n  y o n  ic w u r d e n  n u r  ganz -  u n d  h a l b z a h l i g e  W e r t e  in B e t r a c h t  gezogen .  

3 Im Falle des 4s-Zustandes des K-Atoms wurde ffir die Elektronenverteilung der s-Elektronen 
des Rumples die Hartree-Focksche Verteilung [5] und im Falle des 2s-Zustandes des Li-Atoms die 
HylleraasscheVerteilung [6] der beiden ls-Elektronen des Rumpfes zugrunde gelegt. 
15" 
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Zum Vergleich wurden alle Energien auch mit dem ursprfinglichen Pseudo- 
potential Gz, d. h. ohne die oben angegebenen Korrektionen von G~,berechnet und 
in den Spalten 5, 6 und 7 der Tabelle angegeben. 

Zu einem weiteren Vergleich befinden sich die empirischen Werte der Energie 
der entsprechenden Zustande in der achten Spalte der Tabelle. 

Tabelle. Die Energien 80, 8,, ~g, mit und ohne Korrektion im Pseudopotential G l berechnet, sowie die 
empirische Energie 8ore p fiir den 4s-Zustand des K-Atoms und den 2s-Zustand des Li-Atoms (alle Energien 

in eV) 

Zustand Mit Korrekt ion in G~ Ohne  Korrekt ion in Gl eemp 

8 0 8 0 8 9 8 0 8 a 8g 

K, 4s - 3 , 83  - 0 , 3 8  -4 ,21  - 4 , 1 2  -0 ,68  - 4 , 8 0  - 4 , 3 4  

Li, 2s - 5 , 1 2  -0 ,15  - 5 , 2 7  - 5 , 5 4  - 0 , 2 8  - 5 , 8 2  -5 ,37  

Wir geben noch die aus dem Energieminimum best immten Werte der Variationsparameter an. 
Diese sind im Falle des korrigierten G~-Potentials fiir den 4s-Zustand des K-Atoms  x = 3, )~ = 0,855/ao 
und fiir den 2s-Zustand des Li-Atoms ~c = 2, 2 = 0,919/ao; im Falle des nicht-korrigierten Gt-Potentials 
fiir den 4s-Zustand des K-Atoms  ~c = 2,5, ). = 0,815/a o und  fiir den 2s-Zustand des Li-Atoms x = 2, 

= 1,040/a o. 

Wie man aus den in der Tabelle angefiihrten Energiewerten sieht, ist die 
Obereinstimmung der mit dem korrigierten G~-Potential berechneten Energien e o 
mit den empirischen sehr gut, wobei hervorzuheben ist, dab die berechneten 
Werte nicht unter die empirischen Werte absinken. Dies ist wichtig, da in den 
berechneten Werten die aus der Korrelationswechselwirkung des Valenzelektrons 
rnit den Rumpfelektronen resultierende Energie, die zu einer geringen Vertiefung 
der berechneten Energie fiJhrt, fehlt. 

Die mit dem nicht-korrigierten Gt-Potential berechneten Energien der beiden 
Valenzelektronenzustande stimmen mit den empirischen Energien bedeutend 
schlechter fiberein und liegen um etwa 10 % tiefer als die empirischen. 

Interessant ist, dab die Austauschenerg~e e, des Valenzelektrons durch die 
Korrektion des G~-Potentials ihrem Betrag nach betrachtlich verkleinert wird. 
Dies ist darauf zurfickzuffihren, dab das durch die Korrektion ihrem Betrag nach 
vergr613erte Abstol~ungspotential G z das Valenzelektron vom Inneren des Rumpfes 
starker abdr~ingt, wodurch leaL kleiner wird. 

Da die hier berechneten Energien e 0 fiber den empirischen liegen, kann man 
bei Berficksichtigung der Korrelationsenergie eine noch bessere Obereinstim- 
mung mit den empirischen Werten erwarten als die hier erhaltene. Eine Ober, 
kompensierung der Diskrepanz dutch die Korrelation dfirfte nicht zu beffirchten 
sein, da der Betrag der Korrelationsenergie des Valenzelektrons geradeso wie 
[eal bei der hier zugrunde gelegten Naherung voraussichtlich bedeutend kleiner 
sein wird als bei einer exakten Berechnung. Hierzu sei noch bemerkt, dab in dem 
bier benutzten Naherungsverfahren, dessen Grundlage die Ersetzung des Pauli- 
schen Besetzungsverbotes der Rumpfelektronenzust~inde mit der Nebenquanten- 
zahl 1 durch das Pseudopotential G~ bildet, die einzelnen Energieanteile der Energie 
vom exakten Wert betrachtlich abweichen k6nnen; eine gute Obereinstimmung 
mit der Erfahrung ist nur ffir die Gesamtenergie zu erwarten. 
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